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Аннотация 
В работе теоретически показано, что у суперпозиции двух пучков Бесселя–Гаусса с раз-
ными топологическими зарядами и разными масштабными множителями (радиальными 
проекциями волновых векторов) топологический заряд равен топологическому заряду того 
пучка Бесселя–Гаусса, у которого больше масштабный множитель. Если у пучков Бесселя–
Гаусса масштабные множители равны, то топологический заряд суперпозиции равен топо-
логическому заряду того пучка Бесселя–Гаусса, у которого больше модуль весового коэф-
фициента (больше мощность). Если и мощности пучков одинаковы, то топологический за-
ряд суперпозиции равен среднему арифметическому от топологических зарядов каждого 
пучка Бесселя–Гаусса в суперпозиции. При условии, что сумма топологических зарядов 
обоих пучков нечётная, топологический заряд суперпозиции будет полуцелым числом. Но 
на практике из-за конечного радиуса окружности, на котором рассчитывается топологиче-
ский заряд, полуцелого топологического заряда для вырожденного случая не получается. 
Вместо полуцелого топологического заряда, получается целый топологический заряд, 
меньший из двух. Моделирование показывает, что при небольшой разнице в весовых коэф-
фициентах топологический заряд суперпозиции не сохраняется: в ближней зоне и зоне 
Френеля топологический заряд равен большему из двух, а в дальней зоне – меньшему. При-
чем переход топологического заряда от большего к меньшему происходит не скачком, а 
непрерывно на некотором расстоянии. В переходной зоне топологический заряд дробный. 
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Введение 
Лазерные вихревые пучки характеризуются двумя 
основными величинами: орбитальным угловым мо-
ментом (ОУМ) и топологическим зарядом (ТЗ). Хотя 
работ по исследованию ОУМ вихревых пучков доста-
точно много (например, [1 – 9]), изучению ТЗ вихре-
вых пучков уделяется мало внимания [10 – 12]. Со-
временное состояние исследований по оптическим 
вихрям можно увидеть из обзора [13]. Изучение ТЗ 
оптических вихрей важно хотя бы потому, что при 
амплитудных и фазовых искажениях оптического 
вихря (ОВ), например, при распространении в турбу-
лентной атмосфере, его ОУМ изменяется (как прави-
ло, уменьшается) непрерывно (малые искажения при-
водят к малым изменениям ОУМ, большие – к боль-
шим), а ТЗ при этом изменяется дискретно, так как ТЗ 
должен оставаться целой величиной. И нужны суще-
ственные искажения ОВ, чтобы ТЗ изменился на еди-
ницу. То есть ТЗ – более устойчивая величина к ис-
кажениям ОВ, чем ОУМ. Еще одна особенность ТЗ 
заключается в том, что он не всегда сохраняется при 
распространении ОВ в свободном пространстве, в от-
личие от ОУМ оптических вихрей, который сохраня-
ется при распространении. Известны работы, в кото-
рых показано, как меняется ТЗ некоторых ОВ [14 – 17]. 
Например, оптический вихрь с начальным дробным ТЗ 
при распространении в свободном пространстве имеет 
всегда целый ТЗ. Хотя, как показано в [15, 16], этот 
целый ТЗ может изменяться на единицу в зоне ди-
фракции Френеля и в дальней зоне дифракции. 
Среди всех дробных ТЗ полуцелый ТЗ стоит особ-
няком. В [17] показано, что ТЗ дробных вихрей при 
распространении целый. Но полуцелые вихри выде-
ляются среди других дробных, так как для TЗ 
(2n + 1) / 2 так и не ясно из [17], какой будет у него ТЗ 
при распространении: (n + 1) или n. Орбитальный уг-
ловой момент ОВ с начальным полуцелым ТЗ равен 
этому полуцелому ТЗ [18, 19] и остаётся таким при рас-
пространении. Но сохраняется ли полуцелый ТЗ при рас-
пространении, не было известно. Например, в работе [20] 
рассматривалась суперпозиция r exp(– r 2)(exp(– i) –1) 
двух пучков (смесь винтовой и краевой дислокаций), 
у которой ТЗ равен –1 / 2. Но из-за того, что второе 
слагаемое не является модой и в дальней зоне на оп-
тической оси нет нуля интенсивности, в дальней зоне 
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ТЗ суперпозиции равен –1. Полуцелые вихри рас-
сматривались также в [21], они названы Гамма-
Гауссовыми пучками. Но явно они описаны только в 
начальной плоскости. Как изменяется ТЗ таких пучков 
при распространении, в [21] не рассматривалось. Так-
же в [21] рассматриваются моды с полуцелым ТЗ в 
волноводах с двулучепреломлением. 
В данной работе мы теоретически рассмотрим ТЗ 
линейной соосной комбинации двух пучков Бесселя–
Гаусса (БГ) с разными амплитудами, разными ТЗ и 
разными масштабными факторами (разными ради-
альными проекциями волновых векторов). И пока-
жем, что ТЗ сохраняется при распространении и ра-
вен ТЗ того пучка БГ, у которого больше масштабный 
фактор. Также мы показали, что у оптического вихря 
может быть полуцелый ТЗ на любом расстоянии от 
начальной плоскости, и он сохраняется при распро-
странении пучка, но при этом дробная часть ТЗ 
«скрыта» на бесконечности. В [21] аналогичный эф-
фект называют «скрытой фазой». 
1. Расчет топологического заряда суммы двух 
пучков БГ 
Пучок Бесселя–Гаусса в любой поперечной плос-
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где (r, φ, z) – цилиндрические координаты, E0 – поло-
жительная постоянная, Jn (x) – функция Бесселя, α – 
масштабный параметр, k – волновое число, w – радиус 
перетяжки Гауссова пучка, n – топологический заряд 
оптического вихря, q (z) =1+ iz / z0, z0 = kw 2 / 2 – длина 
Рэлея. Рассмотрим суперпозицию двух соосных пуч-
ков Бесселя–Гаусса с разными топологическими заря-
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Найдём ТЗ такой суперпозиции пучков (2) для любого z. Для этого воспользуемся известной формулой для 
расчета ТЗ [17]: 




lim arg , lim Im .
2 2 ,r r
E r





    
      (3) 















i z r i z r
E n in J E m im J
kq z q z kq z q z
TC d
i z r i z r
E in J E im J
kq z q z kq z q z


          
         
        
           
         
       
  (4) 
В пределе при r   заменим функции Бесселя в 
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 (5) 
И так как аргумент функции Бесселя в (4) ком-
плексный, то вместо (5) получим: 
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В (6) при представлении косинуса из (5) как сум-
мы двух экспонент вторая экспонента стремится к 
нулю в пределе r  . Заменим в (4) функции Бесселя 





2 20 0 1
2 2
0 0
( ) ( )
exp exp
2 ( ) 2 ( )( ) ( )1
lim Re
2 ( ) ( )
exp exp
2 ( ) 2 ( )( ) ( )
n m
r n m
E n i i z rz E m i i z rz
in im
kq z kq zz q z z q z
TC d
E i i z rz E i i z rz
in im
kq z kq zz q z z q z


               
        
                
       
 .  (7) 
Поделив числитель и знаменатель в (7) на третью экспоненту в первом слагаемом, получим вместо (7): 
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Из (8) следует, что если α > β, то в числителе и зна-
менателе (8) останутся при r   только первые слага-
емые, которые после сокращения подобных сомножи-
телей дадут ТС = n. И наоборот, если α < β, то в числи-
теле и знаменателе (8) останутся при r   только вто-
рые слагаемые, которые после сокращения подобных 
сомножителей дадут ТС = m. То есть какой ТЗ будет у 
суперпозиции двух пучков Бесселя–Гаусса, зависит от 
«конкуренции» масштабных коэффициентов α и β у 
функции Бесселя, независимо от амплитуды (E0, E1) 
каждого пучка. Особый случай возникает, когда α = β. 
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В [23] показано, что ТЗ выражения (9) равен 
TC = n, если E0 > E1, и равен TC = m, если E0 < E1. Если 
E0 = E1, то из (9) следует, что ТС = (n + m) / 2. Действи-
тельно, если E0 = E1 и α = β, то суперпозиция двух пуч-
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Из (10) видно, что получается оптический вихрь с 
ТC = (n + m) / 2 и числом лепестков в распределении 
интенсивности, равным |n – m|. Заметим, что и норми-
рованный на мощность пучка орбитальный угловой 
момент у линейной комбинации двух одинаковых оп-
тических вихрей с разным топологическим зарядом 
равен топологическому заряду суммы двух пучков 
(n + m) / 2. Если n и m – чётное и нёчетное (или наобо-
рот) целые числа, то ТЗ линейной комбинации (10) 
будет полуцелым числом, хотя число лепестков рас-
пределения интенсивности будет целым. Пусть m < n, 
тогда у поля (2) α = β и E0 = E1 на оптической оси 
останется изолированный ноль интенсивности m-го 
порядка (оптический вихрь с ТС = m) и на бесконеч-
ности остаются n – m вихрей с ТС = (n – m) / 2. Поэто-
му ТЗ (10) будет равен ТС = (n + m) / 2. Таким образом, 
у оптического вихря может быть полуцелый ТЗ при 
любом z, но при этом дробная часть ТЗ «скрыта» на 
бесконечности. В [21] аналогичный эффект называют 
«скрытой фазой». Для случая (10) эти лучи нулевой 
интенсивности расходятся от центра (от оптической 
оси, r = 0) до бесконечности вдоль радиусов, для ко-
торых полярный угол равен 
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На лучах, исходящих из центра по радиусу под уг-
лами  = p + , лежат максимумы интенсивности |n –
 m| лепестков. Заметим, что при сложении двух любых 
одинаковых оптических вихрей, но с разными тополо-
гическими зарядами возникает такая картина интен-
сивности в виде «ромашки» [24]. Функция фазы поля 
(10) от полярного угла является периодической функ-
цией с разрывом, равным π, если m + n – нечётное чис-
ло. Но комплексная амплитуда (10) будет непрерыв-
ная. И при разложении в ряд Фурье по угловым гармо-
никам функции (10) получится только два слагаемых 
(две угловых гармоники): exp(imφ) и exp(inφ). 
Понятно, что доказательство, аналогичное (8) для 
суммы двух пучков БГ, можно провести для линей-
ной комбинации из любого конечного числа пучков. 
При этом ТЗ у всей суперпозиции будет равен ТЗ то-
го пучка из суперпозиции, у которого масштабный 
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будет равен TC = m, если αm = max(α-N, α-N+1,…, αN-1, αN). 
2. Топологический заряд суперпозиции двух пучков 
Бесселя–Гаусса с одинаковыми весовыми 
и масштабными коэффициентами 
Пусть имеется суперпозиция двух пучков Бесселя–
Гаусса с одинаковыми весовыми и масштабными коэф-
фициентами (весовые будем считать равными единице): 
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В начальной плоскости (z = 0) ТЗ пучка (13) не-
определенный (не существует), так как q = 1, аргу-
мент функции Бесселя в (13) вещественный и поэтому 
при r = γm, p / α (γm, p – p-й ноль функции Бесселя m-го 
порядка) ТЗ (13) равен n, а при r = γn,p / α ТЗ (13) равен 
m. И так как нулей (корней) функции Бесселя счетное 
число, такое чередование ТЗ (то n, то m) будет и при r 
, стремящемся к бесконечности. При распростране-
нии пучка (13) в пространстве аргумент функций Бес-
селя становится комплексным и нулевых значений у 
них нет. 
Найдём ТЗ суперпозиции (13) при z > 0, рассчитав 
его на окружности радиуса r. Для определённости 
положим, что n > m (случай n = m тривиален). Подста-
вим (13) в (3), получим: 
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Заменив φ на φ / (n - m), получим этот же интеграл, 
но с экспонентами e iφ. Заменив e iφ на комплексную 
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  (15) 
Интеграл (15) вычисляется с помощью теоремы о 
вычетах. Число полюсов внутри окружности единич-
ного радиуса зависит от соотношения 
Jm (αr / q) /Jn (αr / q). Используя асимптотики функции 
Бесселя (5) и (6), получим, что отношение двух функ-




















Тогда, по определению Берри (3), ТЗ равен 
















    (17) 
У подынтегрального выражения в (17) два полю-
са: Z = 0 и Z = – i n-m. Первый полюс лежит внутри еди-
ничной окружности, а второй – на ней. Поэтому вы-
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На практике, однако, ТЗ вычисляется по окруж-
ности конечного радиуса. И численно установлено, 
что даже при очень большом радиусе соотношение 
(16) даёт число, по модулю близкое к единице, но 
меньшее её (при n > m) (рис. 1). Из-за этого в инте-
грале (17) остаётся только один полюс z = 0 и чис-
ленный расчёт ТЗ даёт значение m, то есть меньший 
из двух ТЗ. 
 
Рис. 1. Модуль соотношения J9 (ξ / q) / J4 (ξ / q)  
при q = 1 + i / 4, 100 ≤ ξ ≤ 1400 
Таким образом, в данном параграфе мы показали, 
что полуцелый ТЗ для суперпозиции двух пучков 
Бесселя с равными масштабными и весовыми коэф-
фициентами (13) получается только при расчете его 
по окружности бесконечно большого радиуса. При 
расчете ТЗ (13) по окружности конечного радиуса ТЗ 
будет равен меньшему из двух чисел n или m. 
Покажем, что в дальней зоне ТЗ будет равен 
меньшему из чисел m < n. Действительно, рассмотрим 
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  (20) 
Тогда в дальней зоне вместо (15) для расчета ТЗ 
пучка (19) можно записать выражение: 
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где 20 (2 )k w z   . Преобразуем (21) к виду, анало-



































  (22) 
Если E0 = E1, то отношение двух модифицирован-
ных функций Бесселя    1n mI I    в (22), как сле-
дует из (20), будет меньше единицы, если n > m. То 
есть второй полюс в (22) будет находиться вне 
окружности единичного радиуса, а вычет в нуле в 
(22) даст значение ТЗ, равное меньшему номеру m < n. 
Такой вывод подтверждается и с помощью численно-
го моделирования. Если E0 < E1, то по-прежнему в 
(22) будет только один полюс и, значит, ТЗ будет ра-
вен m (m < n). Но, как показано раньше, в этом случае 
(E0 < E1) ТЗ равен m не только в дальней зоне, но при 
любом z. Если, наоборот, E0 > E1, то отношение из 
(22) будет зависеть от расстояния z: 
   1 1 11 1 0( )n mo n m oE E I I E E z z      , 
и при 1 1/( )0 0 1( ) n mz z E E   это отношение станет мень-
ше 1. И в (22) будет только один полюс в нуле. То 
есть если пучок БГ с большим номером n имеет ве-
стовой коэффициент немного больший, чем весовой 
коэффициент пучка БГ с меньшим номером m 
(E0 > E1), то ТЗ всего пучка (19) не будет сохраняться 
при распространении. При небольших z ТЗ будет ра-
вен n, а при больших z ТЗ будет равен m. Этот вывод 
будет подтвержден с помощью моделирования. 
3. Моделирование 
Расчёт комплексной амплитуды суперпозиции 
двух пучков БГ осуществлялся по формуле (2), а рас-
чёт ТЗ – по формуле (3). Использовались следующие 
параметры расчёта: длина волны λ = 1,55 мкм, радиус 
перетяжки Гауссова пучка w = 1 мм, ТЗ первого пучка 
n = 0, ТЗ второго пучка m = 1, расстояния распростра-
нения z = z0 / 10 (ближняя зона, z0 = 2,027 м), z = z0 (рас-
стояние Рэлея) и z = 5z0 (дальняя зона). Интенсив-
ность и фаза рассчитывались в области – R ≤ x, y ≤ R 
(R = 2 мм для z = z0 / 10, R = 10 мм для z = z0 и R = 25 мм 
для z = 5z0), число отсчётов N = 1024 × 1024, радиус 
окружности для расчёта ТЗ R1 = 2R, число отсчётов на 
окружности N1 = 107. 
На рис. 2 показана интенсивность и фаза суперпо-
зиции двух пучков БГ. Первый пучок БГ шире, его 
масштабный параметр меньше α = 0,001k, чем у вто-
рого пучка β = 0,002k. Амплитуда пучков в суперпо-
зиции одинаковая (E0 = E1 = 1). Из рис. 2б видно, что 
есть три внеосевых вихря, но два из них противопо-
ложного знака, а из рис. 2г,е видно, что есть один 
внеосевой вихрь (в нижней части картины). Поэтому, 
как и предсказывает теория, ТЗ должен быть равен 1. 
Численный расчет по формуле (3) дает единицу до 
четвертого знака (TC = 1,0000) во всех трёх случаях. 
а)   б)  
в)   г)  
д)   е)  
Рис. 2. Распределение интенсивности (а, в, д) и фазы (б, г, е) 
(белый цвет – 0, черный – 2π) для суперпозиции двух пучков 
БГ с ТЗ n = 0, m = 1, с одинаковой амплитудой (E0 = E1 = 1), 
но разными масштабирующими коэффициентами 
α = 0,001k и β = 0,002k, на расстояниях z = z0 / 10 (а, б), z = z0 
(в, г) и z = 5z0 (д, е) 
На рис. 3 показаны интенсивность и фаза суперпо-
зиции тех же двух пучков БГ, но, наоборот, первый 
пучок БГ у́же (α = 0,002k), чем второй (β = 0,001k), а 
веса по-прежнему одинаковые (E0 = E1 = 1). Из рис. 3в 
видно, что спираль интенсивности изменила направ-
ление своего закручивания на противоположенное по 
сравнению с рис. 2в. На распределении фазы в ближ-
ней зоне (рис. 3б) имеется две пары вихрей проти-
воположных знаков, а на распределениях фазы в 
зоне Френеля и дальней зоне (рис. 3г, е) по сравне-
нию с рис. 2г, е имеется два оптических вихря – 
один осевой вихрь с ТЗ +1 и один внеосевой вихрь с 
ТЗ –1. Поэтому суммарный ТЗ должен быть равен 
нулю, как и предсказывает теория. Численно рас-
считанный ТЗ дает очень малые значения: на 
рис. 3а, б TC = –0,000000022700 ≈ 0, на рис. 3в, г 
TC = 2,0680e – 32 ≈ 0 и на рис. 3д, е TC = –3,0812e – 29 ≈ 0. 
Из сравнения рис. 2д, е и рис. 3д, е видны интерес-
ные особенности таких пучков. Видно, что распреде-
ления интенсивности в дальней зоне в обоих случаях 
почти одинаковые и имеют вид кольца, хотя фазовое 
распределение внутри кольца разное. На рис. 2е фаза 
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внутри кольца без вихря (параболическая), хотя ТЗ 
пучка равен 1, а на рис. 3е фаза внутри кольца вихре-
вая, хотя ТЗ пучка равен нулю. 
а)   б)  
в)   г)  
д)   е)  
Рис. 3. Распределение интенсивности (а, в, д) и фазы (б, г, е) 
(белый цвет – 0, черный – 2π) для суперпозиции двух пучков 
БГ с ТЗ n = 0, m = 1, с одинаковой амплитудой (E0 = E1 = 1), 
но разными масштабирующими коэффициентами α = 
0,002k и β = 0,001k, на расстояниях z = z0 / 10 (а, б),  
z = z0 (в, г) и z = 5z0 (д, е) 
На рис. 4 показаны интенсивность и фаза двух пуч-
ков БГ, у которых ширина одинаковая (α = β = 0,001k), а 
амплитуды (веса) разные: вес первого пучка больше 
(E0 = 2, E1 = 1). Как и предсказывает теория, пучок БГ с 
большим весом доминирует в суперпозиции. И так как 
ТЗ первого пучка равен нулю, то у суперпозиции рас-
пределение интенсивности в дальней зоне в виде коль-
ца, а фаза безвихревая. Численный расчет дает очень 
малое значение ТЗ для всех трёх расстояний (на 
рис. 4а, б TC = 0,0000000046873 ≈ 0, на рис. 4в, г 
TC = 0,0000000059396 ≈ 0 и на рис. 4д, е 
TC = 0,0000000058414 ≈ 0). 
На рис. 5 показаны интенсивность и фаза суперпо-
зиции тех же двух пучков БГ с одинаковой шириной 
(α = β = 0,001k), но теперь вес второго пучка больше, 
чем у первого (E0 = 1, E1 = 2). Из рис. 5а, в, д видно, 
что распределение интенсивности есть неравномер-
ное кольцо с нулем на оси. Второй пучок (вихревой с 
m = 1) доминирует в суперпозиции, и на всех трёх 
распределениях фазы (рис. 5б, г, е) имеется только 
один вихрь на оптической оси. Поэтому, как предска-
зывает теория, ТЗ всей суперпозиции должен быть 
равен ТЗ второго пучка (TC = 1). Численный расчет 
по фазе на рис. 5б, г, е дает во всех трёх случаях еди-
ничное значение ТЗ до четвёртого знака TC = 1,0000. 
а)   б)  
в)   г)  
д)   е)  
Рис. 4. Распределение интенсивности (а, в, д) и фазы (б, г, е) 
(белый цвет – 0, черный – 2π) для суперпозиции двух пучков 
БГ с ТЗ n = 0, m = 1, с одинаковыми масштабирующими 
коэффициентами α = β = 0,001k, но разными амплитудами 
(E0 = 2, E1 = 1), на расстояниях z = z0 / 10 (а, б), z = z0 (в, г)  
и z = 5z0 (д, е) 
а)   б)  
в)   г)  
д)   е)  
Рис. 5. Распределение интенсивности (а, в, д) и фазы (б, г, е) 
(белый цвет – 0, черный – 2π) для суперпозиции двух пучков 
БГ с ТЗ n = 0, m = 1, с одинаковыми масштабирующими 
коэффициентами α = β = 0,001k, но разными амплитудами 
(E0 = 1, E1 = 2), на расстояниях z = z0 / 10 (а, б), z = z0 (в, г)  
и z = 5z0 (д, е) 
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На рис. 6 показаны интенсивность и фаза суперпо-
зиции тех же двух пучков БГ, но и ширины, и ампли-
туды (веса) у обоих пучков БГ одинаковы 
(α = β = 0,001k, E0 = E1 = 1). Теория предсказывает (9), 
что в этом случае у суперпозиции должен быть полу-
целый ТЗ, в данном случае TC = 1 / 2. Но при расчете 
ТЗ по окружности конечного радиуса, как предсказы-
вает теория (18), ТЗ должен быть равен меньшему из 
двух чисел n и m. В нашем случае ТЗ должен быть 
равен нулю. 
а)   б)  
в)  
г)    д)  
е)  ж)  
Рис. 6. Распределение интенсивности (а, г, е) и фазы  
(б, в, д, ж) (белый цвет – 0, черный – 2π) для суперпозиции 
двух пучков БГ с ТЗ n = 0, m = 1, с одинаковыми 
масштабирующими коэффициентами α = β = 0,001k  
и одинаковыми амплитудами (E0 = E1 = 1), на расстояниях 
z = z0 / 10 (а-в), z = z0 (г, д) и z = 5z0 (е, ж) (на рис. 6б, в 
показана одна и та же фаза, но в областях разного размера) 
Из рис. 6а видно, что в ближней зоне доминирует 
первый пучок (с нулевым ТЗ), а из рис. 6г, е видно, 
что интенсивность имеет вид разорванного кольца. 
На рис. 6б кажется, что ТЗ в ближней зоне равен 1 
(три вихря порядка +1 и два вихря порядка –1), но ес-
ли взять область шире (R = 15 мм, рис. 6в), то видно, 
что при удалении от центра линии постоянной фазы 
имеют вид разомкнутых окружностей. На луче, иду-
щем от центра картины вертикально вниз, интенсив-
ность равна нулю. На этом луче нулевой интенсивно-
сти (φ = 3π / 2) видны скачки фазы (рис. 6в). Но каж-
дый вихрь порядка +1 компенсируется вихрем поряд-
ка –1, и при точном равенстве нулю весов (E0 = 1, 
E1 = 1) численный расчет дает нулевое значение ТЗ 
(TC = 0). В зоне Френеля и в дальней зоне разрывы в 
разомкнутых кольцах постоянной фазы устраняются 
и оптические вихри пропадают, поэтому в этих плос-
костях ТЗ получился также примерно равным нулю: 
TC = 0,000000049984 (рис. 6д) и TC = 0,000000049827 
(рис. 6ж). 
На рис. 6в видно, что фаза имеет вид «разорван-
ных» спиралей, которые показывают, что в пучке 
присутствует «смесь винтовой и краевой дислока-
ций», которая присуща полуцелым оптическим вих-
рям [20]. Также на рис. 6е видно, что интенсивность 
пучка с ТЗ = 1 / 2 имеет вид подковы или разомкнуто-
го круга [21]. На рис. 6ж видно, что вихрей нет, а 
единственный вихрь с m = 1 «скрылся» на бесконеч-
ности. И поскольку этот вихрь лежит на окружности 
«бесконечного» радиуса, то он дает вклад в ТЗ только 
половину. 
4. Моделирование в случае примерного равенства 
весовых коэффициентов 
При моделировании расчет ТЗ осуществляется по 
окружности конечного радиуса. Это приводит к ряду 
особенностей, которые были рассмотрены в парагра-
фе 2. В этом параграфе рассмотрим, как влияет на ве-
личину ТЗ небольшое отклонение от равенства двух 
весовых коэффициентов у суперпозиции двух пучков 
БГ с одинаковым масштабом. Численный расчет по-
казал, что переход от целого ТЗ к полуцелому проис-
ходит не мгновенно скачком, а плавно (рис. 7). 
  
Рис. 7. Зависимость ТЗ от разницы весовых 
коэффициентов δ в суперпозиции двух пучков БГ с ТЗ n = 0, 
m = 1, с одинаковыми масштабирующими 
коэффициентами α = β = 0,001k и почти одинаковыми 
амплитудами (E0 = 1, E1 = 1 + δ, δ << 1) на расстоянии z = z0 
На рис. 8 показаны распределения фаз суперпози-
ции пучков БГ при E1 = 1,00308794 (E0 = 1) в разных 
поперечных плоскостях. 
Полученное значение ТЗ на рис. 8 составляет 
1,0000 (z = 0,1z0, z = 0,9z0, z = 0,95z0), 0,63782 
(z = 0,99999z0), 0,49967 (z = z0), 0,36111 (z = 1,00001z0), 
0,00000017636 (z = 1,05z0), 0,000000081473 (z = 1,1z0), 
0,000000050365 (z = 5,0z0). Согласно вычисленным 
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значениям ТЗ, он спадает: при z < z0 он равен 1, при 
приближении к z0 начинает быстро спадать и при 
z > z0 ТЗ становится равен нулю (рис. 9). В зоне пере-
хода ТЗ дробный. Сама зона перехода примерно рав-
на Δz ≈ 0,0001z0 ≈ 10 – 4×2×106 мкм ≈ 200 мкм (z0 ≈ 2 м). 
Согласно расчётам, расстояние, где происходит плав-
ный переход от 1 к 0, возрастает с увеличением весо-
вого коэффициента второго пучка БГ. Это объясняет, 
почему на рис. 7 ТЗ оказался равен нулю: при одина-
ковых коэффициентах E0 = E1 = 1 спад ТЗ произошёл 
на малом расстоянии z ≈ 0. Это также подтверждается 
рассуждениями по поводу выражения (22). 
  а)   б)   в)  
  г)   д)   е)  
ж)   з)   и)  
Рис. 8. Распределения фаз суперпозиции пучков БГ при E1 = 1,00308794 (TC ≈ 0,5 при z = z0) в плоскостях z = 0,1z0 (а), z = 0,9z0 
(б), z = 0,95z0 (в), z = 0,99999z0 (г), z = z0 (д), z = 1,00001z0 (е), z = 1,05z0 (ж), z = 1,1z0 (з), z = 5,0z0 (и). Расчётная область  
на всех рисунках |x|, |y| ≤ R, где R = 10 мм (а – з) и R = 25 мм (и), радиус окружности для расчёта ТЗ R1 = 2R 
 
Рис. 9. Спад ТЗ с единицы до нуля в области  
0,999z0 ≤ z ≤ 1,001z0 
Используем аналогию с квантовой механикой (па-
раксиальное уравнение распространения совпадает с 
уравнением Шредингера) с учетом замены эволюции 
квантовой системы во времени, на распространение 
света в свободном пространстве. Рис. 8 и рассужде-
ния после выражения (22) показывают, что суперпо-
зицию из двух пучков БГ можно рассматривать как 
квантовую систему, находящуюся либо на верхнем 
энергетическом уровне, либо на нижнем. Если систе-
ма находится в начальный момент времени на верх-
нем энергетическом уровне (E0 > E1 и n > m), то какое-
то время система будет находиться в этом состоянии 
(ТЗ = n), но потом перейдет на нижний энергетиче-
ский уровень (ТЗ = m). Если же система в начальном 
состоянии находилась на нижнем энергетическом 
уровне (E0 < E1 и m < n), то она будет все время нахо-
диться на этом уровне (ТЗ = m). 
Заключение 
В работе теоретически и с помощью моделирова-
ния показано, что у соосной суперпозиции несколь-
ких пучков Бесселя–Гаусса с разными топологиче-
скими зарядами и разными масштабными параметра-
ми (радиальными проекциями волновых векторов) 
топологический заряд суперпозиции равен топологи-
ческом заряду того пучка Бесселя–Гаусса из суперпо-
зиции, у которого масштабный параметр больше. У 
суперпозиции только из двух пучков Бесселя–Гаусса 
с одинаковыми масштабными параметрами тополо-
гический заряд равен топологическому заряду того 
пучка Бесселя–Гаусса, у которого больше амплитуда. 
Если и амплитуды у двух пучков Бесселя–Гаусса рав-
ны, то топологический заряд такой суперпозиции ра-
вен среднему арифметическому топологических за-
рядов пучков. Если сумма топологических зарядов 
двух пучков нечётная, то топологический заряд су-
перпозиции будет полуцелым. Но на практике из-за 
конечного радиуса окружности, на котором рассчи-
тывается ТЗ, полуцелого ТЗ для вырожденного слу-
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чая не получается. Вместо полуцелого ТЗ, получается 
целый ТЗ, меньший из двух. Моделирование показы-
вает, что при небольшой разнице в весовых коэффи-
циентах ТЗ суперпозиции не сохраняется: в ближней 
зоне и зоне Френеля ТЗ равен большему из двух, а в 
дальней зоне – меньшему. Причем переход ТЗ от 
большего к меньшему происходит не скачком, а 
непрерывно на некотором расстоянии. В переходной 
зоне ТЗ дробный, и в том числе полуцелый. 
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Abstract 
Here we show theoretically that a superposition of two Bessel-Gaussian (BG) beams with dif-
ferent topological charges (TC) and different scaling factors (radial components of the wave vec-
tors) has the TC equal to that of the BG beam with the larger scaling factor. If the scaling factors 
of the BG beams are equal, then TC of the whole superposition equals TC of the BG beam with 
the larger (in absolute value) weight coefficient in the superposition (i.e. with larger power). If the 
constituent BG beams are also same-power, TC of the superposition equals the average TC of the 
two BG beams. Therefore, if the sum of TCs of both beams is odd, TC of the superposition is a 
half-integer number. In practice, however, TC is calculated over a finite radius circle and, hence, 
the half-integer TC for the degenerated case cannot be obtained. Instead of the half-integer TC, the 
lower of the two integer TCs is obtained. Numerical simulation reveals that if the weight coeffi-
cients in the superposition are slightly different, TC of the superposition is not conserved on prop-
agation. In the near field and in the Fresnel diffraction zone, TC is equal to the highest TC of the 
two BG beams, while in the far field it is equal to the lower TC. What is more, TC changes its val-
ue from high to low not instantly, but continuously at some propagation distance. In the intermedi-
ate zone TC is fractional. 
Keywords: topological charge, Bessel-Gaussian beam, Fresnel diffraction, far field. 
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